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MG dau

Ching ta déu biét rang mon Toan duge coi 1a mon "thé thao tri tué"
gitip ngudi hoc ¢6 nhidu co hdi rén luyén, phat trién tu duy khi nghién ctu
nhing cong thic giai todn doc ddo va maéi mé.

Trong nhiéu nam qua, hau hét cac ky thi quan trong nhu thi hoc sinh
gidi Toan cap tinh, cap quoc gia, quoc té,.... cic bai toan lién quan dén
phuong trinh, phuong trinh ham chiém mot vi tri dédng ké.

Phuong trinh ham 1a bai todn dudc st dung va khai thac tit nhiéu khia
canh ctia Toan hoc. Vé co ban, & chuong trinh Toan pho thong chi di giai
phuong trinh ¢6 nghiém 1a s6 cu thé, con ddi véi phuong trinh ma nghiém
cua no la ham toan hoc nao doé thi chua ducgce trinh bay, loai phuong trinh
nay dudc goi la phuong trinh ham. Tuy nhién, trong cac khia canh cua
Toan ting dung, chzzmg han nhu phuong trinh vi tich phan, phuong trinh
dao ham riéng thi nghiém ctia né chi yéu la cidc ham toan hoc. Trong céc
ky thi hoc sinh giéi Toan, cdc bai toan vé phuong trinh ham luén dudc
khai thac, khong chi vi dé khai théc tinh mdi la ctia dang toan, ma né con
c6 nhiéu ¥ nghia trong tng dung ctia Toan hoc hién dai.

Phuong trinh ham loai gia tri trung binh that dep tit ndi dung dén cac
tmg dung nhiéu gbc dod trong gidi todn nén né thu hiat khong it su quan
tam ctia ngudi hoc cho dén nhitng chuyén gia dau nganh nghién citu vé
Toédn mot cach sdu sic va toan dién. Vi li do dé ching t6i da chon dé tai
ludn van 14 "Vé phuong trinh ham loai gid tri trung binh va 4p dung". Noi
dung cuia luan van dudc chia thanh hai chuwong, ducgc tham khao tir hai tai
liéu chinh la [10] va [12]. Cac ndi dung duge tham khao nay da duge tac



gid ¢b ging trinh bay chi tiét hon. Cu thé trong Chuong 1 clia ludn van,
tic gia trinh bay so luge vé phuong trinh ham, tong quan vé phuong trinh
ham loai gia tri trung binh, méi quan hé gitta phuong trinh ham va dinh
Iy gid tri trung binh Cauchy. Trong Chuong 2, tic gia trinh bay vé phuong
trinh ham hai bién, ndi dung xoay quanh phuong trinh ham hai bién lién
quan t6i dinh 1y gid tri trung binh va mot sé két qua mé rong.

Trong quéa trinh hoc tap va nghién cttu tai truong Pai hoc Khoa hoc,
Dai hoc Thai Nguyén, em luoén nhan dudc su quan tam giap dé va dong
vién clia cac thay c¢d trong Ban Gidm hiéu, phong Dao tao, Khoa Toin
~Tin. Véi ban ludn van ndy, em mong mudn dudc gép mdt phan nhd cong
stic clia minh vao viéc gin gitt va phéat huy vé dep, su hdp dan cho nhiing
dinh 1y toan hoc von di da rat dep. DAy ciing 1a mot co hoi cho em gt 10i
tri 4n t6i tAp thé cdc thay c6 gidng vién ctia truong Pai hoc Khoa hoc —
Pai hoc Thai Nguyén néi chung va Khoa Toan — Tin néi riéng, da truyen
thu cho em nhiéu kién thttc khoa hoc quy bau trong thoi gian em dudc la
hoc vién cua truong.

Tac gia xin chan thanh cam on Ban Giam hiéu truong THPT An Lao,
An Lo, Hai Phong cting toan thé cac anh chi em ddng nghiép da tao diéu
kién t6t nhat cho tac gid trong thdi gian di hoc Cao hoc; cdm on cac anh
chi em hoc vién 16p Cao hoc Toan K10B1 va ban bé dong nghiép da trao
doi, dong vién va khich 18 téc gid trong qué trinh hoc tap va lam ludn vin
tai truong Pai hoc Khoa hoc— Pai hoc Théai Nguyén.

Dic biét em xin duge bay té long biét on siu sac t6i thay gido chi
nhiém 16p Todn K10B1, TS. Tran Xudn Quy da luén quan tam an can chi
bio, déng vieén khich 1, gitp d6 tdn tinh va gbp ¥ sdu sac cho em trong
sudt qua trinh hoc tap cling nhu thuc hién dé tai. Chang duong via qua
sé¢ 1a nhitng ki niém déng nhé va day y nghia déi véi cac anh chi em hoc
vién 16p K10B1 néi chung va véi ban than em néi riéng. Dau an 4y hién
nhién khong thé thiéu su hod tro, sé chia day yéu thuong ciia cha me hai
bén va cidc anh chi em con chau trong gia dinh. Xin chan thanh cam on

tat cd nhitng ngudi than yéu da giip do, dong hanh cting em trén ching



dudng vita qua. Mot lan nita, em xin tran trong cam on!

Thdi Nguyén, ngay 15 thing 6 nam 2018

Hoc vién

Biii Thi Du



Chuong 1

Vé phuong trinh ham loai
gia tri trung binh

1.1 Mg dau vé phuong trinh ham

Viéc nghién cttu vé ham cdng tinh cé tit thoi A.M. Legendre 1a ngusi dau

tién cb ging tim nghiém ctia phuong trinh ham Cauchy

flx+y) = f(x)+ f(y)

v6i moi z, y € R. Viéc nghién citu hé théng phuong trinh ham Cauchy cong
tinh da dude khéi xuéng baéi A.L. Cauchy trong cudn séch ctia éng "Coursd
d’Analyse" nam 1821. Cac ham cong tinh la cac nghiém ctia phuong trinh
ham Cauchy cong tinh. Dau tién ta phai lam ro ham cdng tinh 1a gi? Sau
dé ta ban vé phuong trinh ham Cauchy cong tinh va chi ra rang phuong
trinh ham cdng tinh lién tuc hodc kha tich dia phuong 13 tuyén tinh. Ngoai
ra ta nghién citu cach giai cia phuong trinh ham khong tuyén tinh khong
lién tuc va chi ra ching biéu dién mot phuong dién khac: Céc do thi cta
ching 13 trit mat trén mit phéng.

Cac ham cong tinh cling dugc tim thdy & nhiéu noi trong cac cudn
sach cta Aczél (1966, 1987), Aczél va Dhombres (1989) va Smital (1988).

Nghiém tong quéat ctia nhiéu phuong trinh ham véi hai hay nhiéu bién c¢6



thé chi ra trong nhiéu s6 hang ctia cdc ham cong tinh, nhan tinh, ham
logarit va ham mi. Mot vai phan quan trong ciia chuong dude tim ra béi
Aczél (1965) va Wilansky (1967).

Cho ham f : R — R théa man phuong trinh

flz+y) = flz)+ f(y) (1.1)
v6i moi x,y € R. Phuong trinh ham nay da dugc biét 1a phuong trinh
ham Cauchy. Phuong trinh ham dude nghién cttu dau tién béi A.M.
Legendre (1791) va C.F. Gauss (1809) nhung A.L. Cauchy (1821) la ngusi
dau tién tim ra nghiém lién tuc tong quat ctia né. Phuong trinh co
vi trf quan trong trong toan hoc. Ham f dudc goi 14 cong tinh néu thoa

man phuong trinh ((1.1]).

Dinh ly 1.1.1. Cho f : R — R la lién tuc va thoa man phuong trinh .
Khi dé f tuyén tinh, nghia la f(x) = cx trong dé c la mot hang so tuy 1.

Tiép theo, ching ta sé chi ra rang mot ham céng tinh nhan gia tri thuc
trén R” ¢6 thé dude biéu dién nhu 13 tong ctia n ham cong tinh mot bién.
Phuong trinh c6 thé duge tong quéat nhu sau: Xét ham s6 f : R* — R
thoa man

flr1r+y, x2o+ Yo, oy T + yn) = f(21, 22, .y 20) + F(Y1, Y2, -, Yn)

voi (x1, 22, ...,x,) € R" va (y1,99,...,yn) € R". Xét truong hgp phuong
trinh ham cong tinh hai bién ta c6 khing dinh trong dinh 1y sau day.

Pinh 1y 1.1.2. Néu f : R?> = R cong tinh trén R? khi dé ton tai cdc ham
cong tinh Ay, Ay : R — R sao cho

f(z1,m2) = Ai(21) + Aa(2) (1.2)
vt moi x1,T9 € R.

Phuong trinh ham c6 dang

; (a: ' y) _J@) ; 1)




v6i moi z,y € R dude goi la phuong trinh ham Jensen. Ham f théa man
phuong trinh (1.3)) duge goi 1a ham Jensen.

Dinh 1y 1.1.3. Ham f : R — R théa man diéeu kién phuong trinh ham

Jensen

f<a:—2ky>:fw (JE)

vdi moi x,y € R néu va chi néu
f(x)=A(x)+a (1.4)

vdi A: R — R ld mot ham cong tink vd a ld mét hang s6 bat ki.

1.2 Tong quan vé phuong trinh ham loai gia
tri trung binh

Trong muc nay ching t6i trinh bay vé phuong trinh ham loai gia tri trung
binh, ttic 1a cdc van dé vé phuong trinh ham lién quan téi cc dinh 1y gia
tri trung binh. Céc két qua trinh bay trong muc nay dudc lay ti tai lieu

[8, [10] ctia P. Kannappan va cong su.

Dinh ly 1.2.1. Gid st ham f : [a,b] — R lién tuc trén [a,b] va kha vi trén
(a,b). Khi dé ton tai & € (a,b) sao cho

£(b) = f(a)

f§ ===

Phuong trinh tiép tuyén tai diem (&, f(€)) 1a y = (z — &) f(€) + f(€).
Phuong trinh duong thang di qua hai diém (a, f(a)) va (b, f(b)) 1a

v=—a)(!O) | )

Néu dudng theamg nay song song véi tiép tuyén tai & thi

F(b) ~ f(a)

e ===



Pay 1a dinh 1y gia tri trung binh Lagrange, mot dinh ly c¢6 vai tro quan
trong trong phép tinh vi phan. Dinh 1y nay dugce dua ra bai J. L. Lagrange
(1736-1813). Néu ham f : R — R kha vi va [a,b] 1a doan bat ky, khi d6
theo dinh 1y gi4 tri trung binh ton tai £ € (a,b) théa man

PO _ o), (15)
v6i &(z,y 1a hAm phu thude z, y. Cau héi dit ra, 14 véi ham f nhu thé nao
dé gia tri trung binh &(z,y) phu thudc vao z,y thdéa man phuong trinh da
cho. Tt dang thtic (1.5) xem nhu mét phuong trinh ham v6i f 1a ham chua
biét va cho trude £(z,y). Ham &(x,y) c6 thé 1a mdt ham tong quat, ciing

c6 thé 1a mot t6 hop tuyén tinh hodc phi tuyén clia x va y, chang han

o) =27, (16)
{(z,y) = Vxy, (1.7)
(z,y) = xp;yp. (1.8)

Trong phuong trinh (1.5) vé phai c6 thé dugc thay bang ham chua biét,
chang han ham h, khi d6 phuong trinh (1.5) tr6é thanh

f(x) = f(y)
T —y

Néu chon &(z,y) = (x +y)/2, thi ta thu duge phuong trinh ham nhu sau

T +

flz)— fly) = (x — y)h( y> v6i moi z,y € R. (1.10)

Huruki (1979) va Aczél (1985) doc lap v6i nhau da tim ra nghiém cia
phuong trinh ham (1.10)).
Dinh 1y 1.2.2. Cho f: R — R la ham thoa man

T+
2

Khi dé ton tai a,b,c € R sao cho f(x) = ax?® + bx + ¢ vd h(x) = 2ax + b.

f(x)— fly) = (x — y)h( y) vdi moi x,y € R. (1.11)



